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Einführung

Etwas Mathematische Epidemiologie 1

Verlauf einer Infektion in einem Individuum:

Reproduktionszahlen: Erwartete Zahl von Personen, die von einem
infizierten Individuum direkt infiziert werden

R0 Basisreproduktionszahl (einzelnes infiziertes Individuum in vollständig
naiver Population)

Rc Kontrollierte Reproduktionszahl (unter dem Einfluss von
Eindämmungsmaßnahmen)

Rt Reproduktionszahl zur Zeit t (abhängig u.a. von Durchseuchung)

• Inzidenz: Anzahl neuer Infektionen pro Zeiteinheit (und Kopf)
• Prävalenz: Anzahl/Anteil aktuell infektiöser Personen
• Durchseuchung: Anzahl/Anteil aktuell oder ehemals infizierter Personen
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Einführung

Etwas Mathematische Epidemiologie 2

Eine Einführung in Kompartment-Modelle

klassisches SIR-Modell: Bevölkerung in Susceptibles (anfällige), Infizierte,
Removed/Recovered (genesene) Individuen aufgeteilt:

N = S(t) + I(t) +R(t) = const.

wie bei chemischen Reaktionen: S, I, R als Teilchenzahlen/Konzentrationen:

S + I
β→ I + I (I infiziert S, β = E []{effektive Kontakte}/d])

I
γ→ R (I gesundet, 1/γ = E[Tinf ])

für I → R exponentieller “Zerfall”: Ṙ = γI
für S + I → 2I (also: S → I) verwende Massenwirkungsgesetz:

]{Aufeinandertreffen von I mit einem S}
∆t

∝ I S, d.h.: Ṡ = −βI S
N
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Einführung

Etwas Mathematische Epidemiologie 2

Eine Einführung in Kompartment-Modelle

zusammen:

Ṡ = −βI S
N
, İ = βI

S

N
− γI, Ṙ = γI

Berechnung der Basisreproduktionszahl

Was passiert, wenn sehr wenige Infizierte in eine naiven Population vorhanden sind?
– setze ein einziges I∗ ein (Indexfall)

R0 := 〈]{durch I∗ infizierte Individuen}〉

=

〈
] {effektive Kontakte von I∗}

Zeiteinheit

〉
〈Tinf 〉 = β

S0

N

1

γ

R0

{
>
<

}
1 =⇒

{
Epidemie breitet sich aus

Ausbruch erlischt

N.B.: deterministisches Modell!
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Erstes Modell
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Erstes Modell

Spezielle Betrachtungen zu COVID-19

Mehr Kompartimente:

Susceptibles

Exposed (noch nicht ansteckend)

Undetected asymptomatic
infectious

Infectious (symptomatisch,
unentdeckt)

H entdeckte Infektionen

Recovered (von bekannter
Infektion)

RU recovered (von unentdeckter
Inf.)

Deceased

minimales SIR-Modell:

S I R

erweitertes SIR-Modell:

 

 

  

 
 

 

   

 

S I

RH

D

R

E

U U

nur H, R und D treten in offiziellen
Fallzahlen auf

nur Pfeile zu H ergeben die gemeldete
Inzidenz
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Erstes Modell

Das Basismodell

Ṡ = −λS susceptible

Ė = λS − γEE exposed

U̇ = (1− ρ0)γEE − γUU unknown asymptomatic

İ = (1− η0)ρ0γEE − γII unknown symptomatic

Ḣ = η0ρ0γEE + η̂1γUU + η1(1− δI)γII − γHH known infectives

Ṙ = (1− δH)γHH known recovered

Ṙu = (1− η̂1)γUU + (1− η1)(1− δI)γII unknown recovered

Ḋ = δIγII + δHγHH deceased

mit Infektionsrate

λ =
βUU + βII + βHH

N−D

R0 = βU
1− ρ0
γU

+ βI
(1− η0)ρ0

γI
+ βH

η0ρ0 + η̂1(1− ρ0) + η1(1− η0)ρ0
γH

N.B.: R0 aus Modellparametern berechnet, nicht direkt aus Fallzahlen

Jan Fuhrmann (JSC/FIAS) Modellierung von COVID-19 Jahrestagung DAV/DGVM 10 / 34



Erstes Modell

Besondere Herausforderungen

Daten nur für detektierte Infizierte und Verstorbene

Größe der Dunkelziffer unbekannt

R kann nur bei konstanter Detektionsquote aus den Daten geschätzt werden

Transmissionsraten (βU/I/H) und Testaktivität variabel
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Mobilitätsdaten laut Google
(verglichen mit Januar 2020)
Quelle:

https://www.gstatic.com/covid19/mobility/

Global_Mobility_Report.csv?

N.B.: Mobilität 6= effektive Kontakte
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Erstes Modell

Besondere Herausforderungen

Daten nur für detektierte Infizierte und Verstorbene

Größe der Dunkelziffer unbekannt

R kann nur bei konstanter Detektionsquote aus den Daten geschätzt werden

Transmissionsraten (βU/I/H) und Testaktivität variabel

 viele Parameter unbekannt, vor allem aktuell

Nach Parameterschätzung mittels Monte-Carlo-Algorithmus: Vorhersagen für kurze
Zeiten (Wochen) möglich

Für lange Zeiten: nur Szenarien oder qualitative Aussagen möglich
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Erweiterungen
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Erweiterungen

Altersklassen

Beobachtung: starke Altersabhängigkeit des Krankheitsverlaufs

Idee: Unterteile alle Kompartimente in Altersklassen
junior: 0 . . . 14 y, adult: 14 . . . 59 y, senior: ≥ 60 y

3 Gleichungen pro Kompartment (z.B. Sj , Sa, Ss)

Altersgruppen interagieren gemäß altersspezifischer
Kontaktraten

hier graphisch illustriert durch Kontaktmatrizen

Spalte: effektive Kontakte von I/U/H j/a/s

Zeile: effektive Kontakte mit S j/a/s

spezifische Kontakte in verschiedene Bereiche
aufgespalten

.

Jan Fuhrmann (JSC/FIAS) Modellierung von COVID-19 Jahrestagung DAV/DGVM 13 / 34



Erweiterungen

Altersklassen

Beobachtung: starke Altersabhängigkeit des Krankheitsverlaufs

Idee: Unterteile alle Kompartimente in Altersklassen
junior: 0 . . . 14 y, adult: 14 . . . 59 y, senior: ≥ 60 y

3 Gleichungen pro Kompartment (z.B. Sj , Sa, Ss)

Altersgruppen interagieren gemäß altersspezifischer
Kontaktraten

hier graphisch illustriert durch Kontaktmatrizen

Spalte: effektive Kontakte von I/U/H j/a/s

Zeile: effektive Kontakte mit S j/a/s

spezifische Kontakte in verschiedene Bereiche
aufgespalten

.

Jan Fuhrmann (JSC/FIAS) Modellierung von COVID-19 Jahrestagung DAV/DGVM 13 / 34



Erweiterungen

Stufen im Infektionsverlauf

bisher:
Aufenthaltsdauern exponentialverteilt
hier mit Mittelwert 5

realistischer:
nicht monotone Dichte
hier Gamma-verteilt mit Formparameter 3,
Skalierung 5/3
→ größerer Median bei gleichem Mittelwert 0 2 4 6 8 10 12 14

t (in d)

0.000

0.025

0.050

0.075

0.100

0.125

0.150

0.175

0.200

p.
d.

f.

Exponentialverteilung mit Erwartungswert 5.0

Linear chain reduction trick

Ansteckung−→ E1
γ1E−→ E2

γ2E−→ E3
γ3E−→

also
Ė1 = λS − 3γEE1, Ė2 = 3γE(E1 − E2), Ė3 = 3γE(E2 − E3)

analog für andere Kompartimente infizierter Individuen
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Erweiterungen

Vergleich

zur Illustration:
einfaches SEIR-Modell

Ṡ = −βIS
Ė = βIS − γEE
İ = γEE − γII
Ṙ = γII

alternativ: E aufgeteilt in drei
Schritte
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Tägliche neue infektiöse Personen (Inzidenz)
1 E-Kompartment
3 E-Kompartimente
ohne E (reines SIR)

exponentielles Wachstum für 50 Tage
dann: instantane Halbierung von β

Mit exponentialverteilter Latenzzeit manifestieren sich Änderungen in den
Parametern unrealistisch schnell.
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Erweiterungen

Reproduktion von Daten und Kurzzeitprognosen
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Compliance
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Compliance

Compliance

zwei Bevölkerungsgruppen (“compliant” und “noncompliant”):

In

Ic

R

λn

D

Sn En

λc

Sc Ec

Uc

Un
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Compliance

Verlauf der Inzidenz

0 3 6 9 12
0

5000
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15000

20000

Vor der Intervention
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Compliance: 20%
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compliant
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compliant
noncompliant

13 14 15 16 17 18
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Compliance: 90%

compliant
noncompliant

13 14 15 16 17 18
Zeit in Wochen

0

10000

20000

30000
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compliant
noncompliant

Täglich gemeldete Fälle (7tägiger gleitender Durchschnitt)

schnell steigende Inzidenz bis zur Intervention, danach Reduzierung der
Transmission innerhalb der “compliant” Bevölkerung auf r = 1

2

Kontrollierte Reproduktionszahl für Compliance-Anteil ρ:

Rc = (rρ+ 1− ρ)R0 = (1− (1− r)ρ)R0
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Compliance

Rebound-Effekt
30%,r1: n.a.,r2: n.a.,s: n.a.

stagnation
red. to 25%
red. to 50%

40%,r1: n.a.,r2: n.a.,s=0.04
stagnation
red. to 25%
red. to 50%

50%,r1: n.a.,r2=0.04,s=0.21
stagnation
red. to 25%
red. to 50%

60%,r1=0.04,r2=0.16,s=0.34
stagnation
red. to 25%
red. to 50%

70%,r1=0.14,r2=0.26,s=0.43
stagnation
red. to 25%
red. to 50%

80%,r1=0.23,r2=0.35,s=0.5
stagnation
red. to 25%
red. to 50%

0 5 10 15

90%,r1=0.3,r2=0.41,s=0.55
stagnation
red. to 25%
red. to 50%

0 5 10 15

100%,r1=0.37,r2=0.47,s=0.6
stagnation
red. to 25%
red. to 50%

Inzidenzverläufe bei exak-
tem Erreichen der Inzi-
denzziele

links oben: Ziele bei 30%
Compliance selbst mit r = 0
nicht erreichbar

kurzfristiger Rückgang der
Inzidenz, danach erneuter
Anstieg – Warum?

Rc > 1, dennoch kurzfristiges Fallen der InzidenzJan Fuhrmann (JSC/FIAS) Modellierung von COVID-19 Jahrestagung DAV/DGVM 20 / 34



Compliance

Rebound-Effekt

Rc > 1, dennoch kurzfristiges Fallen der Inzidenz

Grund 1. Nachvollziehen der tatsächlichen Infektionen
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Tägliche Neuinfektionen
1 E-Kompartment
3 E-Kompartimente
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Tägliche neue infektiöse Personen (Inzidenz)
1 E-Kompartment
3 E-Kompartimente

wirkt sich bereits im einfachen SEIR-Modell (ohne Noncompliance oder
Detektion) aus

wird durch verzögerte Detektion aber zum Teil verdeckt
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Compliance

Rebound-Effekt

Rc > 1, dennoch kurzfristiges Fallen der Inzidenz

Grund 2. Drehung im Phasenraum

bis zur Intervention: compliant Anteil unter Infizierten gleich ρ

ab Intervention: noncompliant Anteil unter Infizierten steigt

Illustration am SIR-Modell:

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Zeit in Wochen

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Anteil noncompliant unter Infizierten, r = 0.25, SIR

Drehung des Lösungsvektors
in Richtung des EV zum dom-
inanten Eigenwert

gezeigt:

In
In + Ic
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Compliance

Abflachung der Inzidenz

Verlauf der Inzidenz ohne Intervention (oder bei 0% Compliance)
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time (d)
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time (d)
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1.4
1e6 Daily new infections

Inzidenz flacht ab, Neuinfektionen steigen weiter exponentiell

Detektionsquote sinkt bei steigender Prävalenz wegen begrenzter Testkapazität
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Compliance

Etwas Optimistisches zum Abschluss
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“Osterknick” deutlich sichtbar - wie weiter danach?
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Etwas Optimistisches zum Abschluss
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Zusammenfasssung

Beschreibung epidemischer Ausbrüche durch ODE-Systeme

spezielle Herausforderungen durch asymptomatische Infektionen,
Meldeverzug und Dunkelziffer

Parametrisierung durch Monte-Carlo-Schätzung

Altersabhängigkeit des Krankheitsverlaufs

Probleme mit exponentialverteilten Aufenthaltsdauern und deren Lösung

unvollständige Umsetzung von Maßnahmen zur
Transmissionsbeschränkung

einfache Erklärungen für den Rebound-Effekt

Auswirkung endlicher Testkapazität
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Compliance

Fin

Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!

Fragen?
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Compliance

Anhänge
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Compliance

Parametrisierung des Modells

einige Parameter aus Literatur oder durch plausible Annahme fixiert

einige Parameter sind aus Daten zu schätzen

Monte-Carlo-Simulation. Wiederhole viele Male:

1. Wähle gesuchte Parameter zufällig aus zulässigem Raum

2. Simuliere das System mit diesem Parametersatz

3. Vergleiche Ergebnis mit Daten (Güte der Approximation, MSE)

4. Weise dem Parametersatz ein entsprechendes Gewicht zu

Ergebnis 1: Gewichtete Histogramme für “korrekte” Parameterwerte
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Parametrisierung des Modells

einige Parameter aus Literatur oder durch plausible Annahme fixiert
einige Parameter sind aus Daten zu schätzen

Monte-Carlo-Simulation. Wiederhole viele Male:

1. Wähle gesuchte Parameter zufällig aus zulässigem Raum

2. Simuliere das System mit diesem Parametersatz

3. Vergleiche Ergebnis mit Daten (Güte der Approximation, MSE)

4. Weise dem Parametersatz ein entsprechendes Gewicht zu

Ergebnis 2: beste Approximationen (für verschiedene Zeitintervalle)
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Parametrisierung - nicht identifizierbare Parameter

different choices of parameters yield equally good fits

but: strong correlations
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Calculating π via Monte Carlo

unit disk D, area: π12

square I = [−1, 1]2,
area: 4

randomly choose
points in I (uniformly
distributed)

for each point (x, y)
check if x2 + y2 ≤ 1

π

4
≈ AD

AI
=
]{points in D}
]{total points}
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Berechnung der Reproduktionszahl

Zerlege Lösung in infizierte Kompartimente x und nicht infizierte y,
schreibe

ẋ = F(x, y)− V(x, y), ẏ = g(x, y)

F : Zufluss zu x von y
V: Fluss zwischen Komponenten von x und Abfluss von x nach y

Linearisiere um (ein) DFE: x = 0:

x′ ≈ Fx− V x, F = DxF|DFE, V = DxV|DFE

R ist der dominante (größte, positive) Eigenwert der Next Generation
Matrix FV −1
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Compliance

Die Reproduktionszahl im Compliance-Modell 1

vor der Intervention: kein Unterschied zwischen c und n:

x = (E1, E2, E3, U, I)T , y = (S,R,D)T

V =


γE 0 0 0 0
−γE γE 0 0 0

0 γE γE 0 0
0 0 −(1− τ)γE γU + η 0
0 0 −τγE −η γI

 , F = β


0 0 µE µU µI
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



R0 =
βI(η + τγU )

(η + γU )γI
+
βU (1− τ)

η + γU
+
βE
γE

= RI + RU + RE
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Die Reproduktionszahl im Compliance-Modell 1

vor der Intervention: kein Unterschied zwischen c und n:

x = (E1, E2, E3, U, I)T , y = (S,R,D)T

V −1 =


1
γE

0 0 0 0
1
γE

1
γE

0 0 0
1
γE

1
γE

1
γE

0 0
1−τ
γU+η

1−τ
γU+η

1−τ
γU+η

1
γU+η 0

η+τγU
(η+γU )γI

η+τγU
(η+γU )γI

η+τγU
(η+γU )γI

η
(η+γU )γI

1
γI
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Compliance

Die Reproduktionszahl im Compliance-Modell 1

vor der Intervention: kein Unterschied zwischen c und n:

x = (E1, E2, E3, U, I)T , y = (S,R,D)T

FV −1 = β


µI

η+τγU
(η+γU )γI

+ 1−τ
γU+η + µE

γE
∗ ∗ ∗ ∗

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



R0 =
βI(η + τγU )

(η + γU )γI
+
βU (1− τ)

η + γU
+
βE
γE

= RI + RU + RE
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Compliance

Die Reproduktionszahl im Compliance-Modell 2

Setze

x = (E1,c, E1,n, E2,c, E2,n, E3,c, E3,n, Uc, Un, Ic, In)T , y = (Sc, Sn, R,D)T

F =

β



0 0 0 0 µEacscρ µEscρ acscρ scρ µIacscρ µIscρ
0 0 0 0 µEac(1− ρ) µE(1− ρ) ac(1− ρ) (1− ρ) µIac(1− ρ) µI(1− ρ)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


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Compliance

Die Reproduktionszahl im Compliance-Modell 2

Setze

x = (E1,c, E1,n, E2,c, E2,n, E3,c, E3,n, Uc, Un, Ic, In)T , y = (Sc, Sn, R,D)T

V =

γE 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 γE 0 0 0 0 0 0 0 0
−γE 0 γE 0 0 0 0 0 0 0

0 −γE 0 γE 0 0 0 0 0 0
0 0 −γE 0 γE 0 0 0 0 0
0 0 0 −γE 0 γE 0 0 0 0
0 0 0 0 −(1− τc)γE 0 γU + ηc 0 0 0
0 0 0 0 0 −(1− τn)γE 0 γU + ηn 0 0
0 0 0 0 −τcγE 0 −ηc 0 γI 0
0 0 0 0 0 −τnγE 0 −ηn 0 γI


.
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Compliance

Die Reproduktionszahl im Compliance-Modell 2

Setze

x = (E1,c, E1,n, E2,c, E2,n, E3,c, E3,n, Uc, Un, Ic, In)T , y = (Sc, Sn, R,D)T

V −1 =

1
γE

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1
γE

0 0 0 0 0 0 0 0
1
γE

0 1
γE

0 0 0 0 0 0 0

0 1
γE

0 1
γE

0 0 0 0 0 0
1
γE

0 1
γE

0 1
γE

0 0 0 0 0

0 1
γE

0 1
γE

0 1
γE

0 0 0 0
1−τ
γU+η

0 1−τ
γU+η

0 1−τ
γU+η

0 1
γU+η

0 0 0

0 1−τ
γU+η

0 1−τ
γU+η

0 1−τ
γU+η

0 1
γU+η

0 0

RI 0 RI 0 RI 0 η
(γU+η)γI

0 1
γI

0

0 RI 0 RI 0 RI 0 η
(γU+η)γI

0 1
γI



.

mit

RI =
τγU + η

(γU + η)γI
, ηc = ηn = η, τc = τn = τ
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Die Reproduktionszahl im Compliance-Modell 2

Setze

x = (E1,c, E1,n, E2,c, E2,n, E3,c, E3,n, Uc, Un, Ic, In)T , y = (Sc, Sn, R,D)T

FV −1 =

β



(
µIA+ 1−τ

γU+η
+ µE

γE

)
acscρ

(
µIA+ 1−τ

γU+η
+ µE

γE

)
anscρ ∗ · · · ∗(

µIA+ 1−τ
γU+η

+ µE
γE

)
acsn(1− ρ)

(
µIA+ 1−τ

γU+η
+ µE

γE

)
ansn(1− ρ) ∗ · · · ∗

0 0 0 . . . 0
...

...
...



= β

(
µI(τγU + η)

(γU + η)γI
+

1− τ
γU + η

+
µE

γE

)
︸ ︷︷ ︸

R0


acscρ anscρ ∗ · · · ∗

acsn(1− ρ) ansn(1− ρ) ∗ · · · ∗
0 0 0 . . . 0
...

...
...

 .

dominanter EW:

Rc = R0(acscρ+ ansn(1− ρ)) = (1− (1− r)ρ)R0
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Compliance: Linearisierung und tatsächlicher Effekt

Rc = (rρ+ 1− ρ)R0 = (1− (1− r)ρ)R0

theoretische kontrollierte Reproduk-
tionszahl Rc in Abhängigkeit von r, ρ
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Compliance

Gleichungen des vollen Modells

ṠA = −λASA susceptibles

ĖA1 = λASA − γAE1E1 exposed stage 1

ĖAj = γAE(j−1)E
A
j−1 − γAEjEAj exposed stage j=2,3

U̇A1 = (1− ρA0 )γAE3E
A
3 − γAU1U

A
1 asymptomatic stage 1

U̇Aj = (1− η̂Aj−1)γAU(j−1)U
A
j−1 − γAUjUj asymptomatic stage j=2,3

İA1 = (1− ηA0 )ρA0 γ
A
E3E

A
3 − γAI1IA1 infected stage 1

İAj = (1− ηAj−1)γAI(j−1)I
A
j−1 − γAIjIAj infected stage j=2,3

ḢA
1 = ηA0 ρ

A
0 γ

A
E3E

A
3 + (1− νA1 )ηA1 I

A
1 − γAH1H

A
1 diagnosed stage 1

ḢA
j = νAj−1η

A
j−1γ

A
I(j−1)I

A
j−1 + η̂Aj−1γ

A
U(j−1)U

A
j−1

+ (1− νAj )ηAj γ
A
IjI

A
j + γAH(j−1)H

A
j−1 − γAHjHA

j diagnosed stage j=2,3

ṘA = (1− δAH)γAH3H
A
3 known recovered

ṘAU = (1− ηA3 )γAI3I
A
3 + γAUU

A
3 unknown recovered

ḊA = δAHγ
A
H3H

A
3 deceased
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Compliance

Detektionsquoten

. . . . . .

Ė3,m = γEE2,m − γEE3,m

U̇m = (1− τm)γEE3,m − (γU + ηm)Um

İm = τmγEE3,m + ηmUm − γIIm
. . . . . .

Detektionsquote für U → I: ηm
γU+ηm

= const. – unrealistisch!

Idee: Testen per Massenwirkung.

Ṗ = σ0 − P
∑
X

σXX, damit: ηm = σUmP

Tests als schnelle Variable im Quasigleichgewicht:

P (t) =
σ0∑

X σXX

Einsetzen:

ηm =
σ0∑

X σXX
σUm , ηmUm =

σ0∑
X σXX

σUmUm

Ergebnis: Zahl der Fälle saturiert bei stark steigenden Infektionszahlen
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