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Layerunabhéngige Schadenmodelle

Layerunabhangige Schadenmodelle

Wir betrachten Layer ¢; xs a; (i = 1,...,n), z.B. die Layer eines nichtproportionalen
Rickversicherungsprogramms oder kiinstliche Referenz-/Kalkulationslayer.

Wir setzen voraus, dass sich der Aktuar bei jedem Layer ¢; xs a; bereits fiir einen Schat-
zer ¢ des erwarteten Schadens entschieden hat.

Definition: Ein kollektives Modell heiBt layerunabhdngig, wenn es fiir jeden Layer ¢; xs a;
den erwarteten Schaden €; liefert. Wenn das Modell nur fiir einen/einige (aber nicht fir
alle) Layer den erwarteten Schaden trifft, dann heiBt es /ayerspezifisch.

Warum sind layerunabhingige Modelle niitzlich?

Wir betrachten zwei Beispiele!
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Layerunabhangige Schadenmodelle

Beispiel 1: NatCat Aggregate XL

Wir betrachten einen Cat-XL 90m xs 10m mit AAD 100m und AAL 100m fiir Hurrikan.

Unterhalb von 40m scheint das NatCat-Modell die Frequenz der Ereignisse zu unter-
schatzen:
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Layerunabhéngige Schadenmodelle

Beispiel 1: NatCat Aggregate XL

Das NatCat-Modell scheint fiir den kompletten Layer 90m xs 10m zu billig zu sein. Da-
her teilen wir den Layer in zwei kiinstliche Teillayer auf, die wir unabhangig modellieren:

o Fir den Layer 30m xs 10m verwenden wir das Burning Cost-Modell (kollektives
Modell mit Poisson-Schadenzahl und der empirischen Schadenhéhenverteilung)

o Fir den Layer 60m xs 40m verwenden wir das NatCat-Modell (ebenfalls ein
kollektives Modell mit Poisson-Schadenzahl)

NatCat-Modell | Geteiltes Modell

Erw. Schaden 30m xs 10m 18.53m 26.66m
Erw. Schaden 60m xs 40m 15.95m 15.95m
Erw. Schaden 90m xs 10m 34.48m 42.61m

Erw. Schaden nach AAD & AAL 3.68m 2.28m
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Layerunabhéngige Schadenmodelle

Beispiel 1: NatCat Aggregate XL

Wie erwartet liefert das geteilte Modell einen hoheren erwarteten Schaden im Layer
90m xs 10m. Aber warum erhalten wir einen nach AAD & AAL eine niedrigere erwar-
tete Schadenlast?

Begriindung:
@ Der erwartete Schaden nach AAD & AAL hangt nicht nur vom erwarteten Schaden
im Layer 90m xs 10m ab sondern auch ganz wesentlich von der Volatilitat!

@ Die Verwendung von unabhangigen Modellen fiir die kinstlichen Teillayer ignoriert
die Tatsache, dass die beiden Teillayer positiv korreliert sind. Dadurch wird die
Schwankung unterschatzt.

= Wir brauchen ein layerunabhangiges Modell, das fiir die beiden Teillayer jeweils den
richtigen erwarteten Schaden liefert.




Layerunabhangige Schadenmodelle

Beispiel 2: Motor-Marktquotierung
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Das Ergebnis einer Marktquotierung ist oft eine Tabelle mit Raten fiir eine Folge von

kurzen Layern:

Layer Exp. Loss
1xs1 2,93%
1xs2 1,30%
1xs3 0,72%
1xs4 0,43%
1xs5 0,24%
1xs6 0,12%
1xs7 0,07%
1xs8 0,04%

Layer Exp. Loss
1xs9 0,03%
1xs10 0,02%
1xs11 0,02%
1xs12 0,02%
1xs13 0,01%
1xs14 0,01%
Inf xs 15 0,12%

Hier ist es sehr praktisch, wenn man ein layerunabhangiges Marktmodell in den Pricing-

Systemen zur Verfiigung stellen kann!
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Pareto-Verteilung

Definition Pareto-Verteilung

Bevor wir zur stiickweisen Pareto-Verteilung kommen bendtigen wir ein paar Tatsachen
zur Pareto-Verteilung.

Definition: Seien t > 0 und a > 0. Die Pareto-Verteilung Pareto(t,«) hat die Vertei-
lungsfunktion
0 firx <t

Fio(x) = @
ta(X) 1-— (i) fur x > t.

Diese Version der Pareto-Verteilung wird auch als Pareto type |, European Pareto oder
single-parameter Pareto bezeichnet.




DAV
ASTIN-Tagung @ DEUTSCH

30. April 2021 RRTUARVEREINIGUNG e,

Pareto-Verteilung

Eigenschaften der Pareto-Verteilung

Warum ist die Pareto-Verteilung bei Riickversicherern so beliebt?
Proposition:

a) Sei X ~ Pareto(t,«). Dann ist cX ~ Pareto(ct, «) fiir alle ¢ > 0
b) Sei X ~ Pareto(t1, ). Fir to > t; gilt dann X|(X > t) ~ Pareto(ts, @)

Folgerung:
@ Das Pareto-Alpha « ist invariant unter Skalierung sowie Trunkierung von links

@ Fiir Layer und Thresholds oberhalb t hdangt das Verhéltnis zwischen erwarteten
Layerschaden und/oder xs-Frequenzen nur von « (und nicht von t) ab
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Pareto-Verteilung

R-Paket Pareto

Wir betrachten nun einige niitzliche Konzepte wie die Pareto-Extrapolation und das
Pareto-Alpha zwischen zwei Layern.

Zur lllustration verwenden wir das R-Paket Pareto, das Funktionen fiir die Pareto- und
die stiickweise Pareto-Verteilung bereitstellt.

Das Paket ist auf CRAN verfiigbar:

Console: In R Studio:
> install.packages("Pareto")

Install Packages

Install from: %) Configuring Repostories
Repository (CRAN) v

R e e p—
[pereto

Instal to Library:
CilUsers/Publicfiocal_apps/RIR-3.6.1ibrary [Defaul]

ZlInstall dependencies

Install Cance
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Pareto-Verteilung

Mittlere Schadenhdhe im Layer

Mittlere Schadenhdhe im Layer: Seien X ~ Pareto(t, ) und a,c > 0. Dann ist

E(min[c, max(X — a,0)]) = /C+a(1 — Fra(x)) dx

a

die mittlere Schadenhdhe im Layer ¢ xs a.

Beispiel: t = 1000, a = 2, Layer 4000 xs 1000

> library(Pareto)
> Pareto_Layer_Mean (4000, 1000, 2) # Parameter t can be skipped since t = 1000
[1] 800

Fiir t = 5000 gibt es im Layer nur Totalschaden:

> Pareto_Layer_Mean (4000, 1000, 2, t = 5000)
[1] 4000
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Pareto-Verteilung

Pareto-Extrapolation

Wir betrachten zwei Layer ¢; xs a; und eine Pareto(t, «)-verteilte Schadenhdhe mit aus-
reichend kleinem t. Was ist der erwartete Schaden im Layer ¢, xs a» wenn der erwartete
Schaden des Layers ¢; xs a; gegeben ist?

Beispiel:

Der erw. Schaden in 4000 xs 1000 sei 500. Wie hoch ist der erw. Schaden im Layer
5000 xs 5000 unter der Annahme o = 27

> Pareto_Extrapolation(4000, 1000, 5000, 5000, 2) * 500

[1] 62.5

> Pareto_Extrapolation(4000, 1000, 5000, 5000, 2, ExpLoss_1 = 500)
[1] 62.5
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Pareto-Verteilung

Pareto-Alpha zwischen zwei Layern

Ist der erwartete Schaden von zwei Layern gegeben, dann gibt es i.d.R. ein eindeutiges
Pareto-Alpha « das konsistent zu dem Verhaltnis der beiden Layer-Erwartungen ist.

Beispiel:
Erwarteter Schaden im Layer 4000 xs 1000: 500
Erwarteter Schaden im Layer 5000 xs 5000: 62,5.

Alpha zwischen den Layern:

> Pareto_Find_Alpha_btw_Layers (4000, 1000, 500, 5000, 5000, 62.5)
[11 2

Probe: siehe vorhergehende Folie




DAV
ASTIN-Tagung @ DEUTSCH

30. April 2021 RRTUARVEREINIGUNG e,

Pareto-Verteilung

Pareto-Alpha zwischen Frequenz und Layer

Gegeben seien die erwartete Frequenz xs einem Threshold und der erwartete Schaden
eines Layers. Dann gibt es typischerweise ein eindeutiges «, das konsistent mit diesen
Daten ist.

Beispiel: Erwartete Frequenz xs 500: 3,0
Erwarteter Schaden im Layer 4000 xs 1000: 600

Alpha zwischen Frequenz und Layer:

> Pareto_Find_Alpha_btw_FQ_Layer (500, 3, 4000, 1000, 600)
(11 2

Probe:

> Pareto_Layer_Mean (4000, 1000, 2, t = 500) * 3
[1] 600
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Pareto-Verteilung

Fitten der Schadenerwartung von zwei Layern

Diese Methoden kdénnen verwendet werden um ein Poisson-Pareto-Modell zu fitten, das
den erwarteten Schaden von zwei Layern trifft.

Beispiel 1 von oben (Aggregate XL):

Erw. Schaden des Layers 30 xs 10 (Burning Cost):  26.66
Erw. Schaden des Layers 60 xs 40 (NatCat-Modell): 15.95

> Pareto_Find_Alpha_btw_Layers(30, 10, 26.66, 60, 40, 15.95)
[1] 1.086263

> # Frequency @ 10:

> 26.66 / Pareto_Layer_Mean(30, 10, 1.086263)

[1] 2.040392
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Pareto-Verteilung

Fitten der Schadenerwartung von zwei Layern

Ein kollektives Modell =V, X, mit Xy ~ Pareto(10,1.09) und N ~ Poisson(2.04) trifft
die Schadenerwartung beider Layer.
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Passt ganz gut!
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Pareto-Verteilung

Fitten der Schadenerwartung von zwei Layern

Welchen Effekt hat die Verwendung dieses Fits fiir den Aggregate XL?

NatCat-Modell | Geteiltes Modell | Pareto-Modell

Erw. Schaden 30 xs 10 18.53 26.66 26.66
Erw. Schaden 60 xs 40 15.95 15.95 15.95
Erw. Schaden 90 xs 10 34.48 4261 4261

Erw. Schaden nach AAD & AAL 3.68 2.28 478
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Pareto-Verteilung
Frequenzextrapolation und Pareto-Alpha zwischen Frequenzen

Ist die xs-Frequenz f; bei t; gegeben, so kann die xs-Frequenz £, bei t» direkt berechnet
werden:

Anders herum kdnnen wir das Pareto-Alpha berechnen, wenn die beiden Frequenzen fi
und £ bei t; und ty gegeben sind:

o — loa(fa/f)
log(t1/t2)
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Stiickweise Pareto-Verteilung

Definition der stiickweisen Pareto-Verteilung

Definition:
Seien t := (t1,...,t,) ein Vektor von Thresholds mit 0 < t; < -+ < t, < tpy1 := +00
und a = (o, ...,ap) ein Vektor von Pareto-Alphas mit «; > 0 and a, > 0. Die

stiickweise Pareto-Verteilung Pareto(t, ) hat die Verteilungsfunktion

0 firx < ty

F o (x) = t\ KL oy o\
t.a(X) 1— <;k> (_’> fur x € [tk, tkt1)-
1
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Flexibilitat der stiickweisen Pareto-Verteilung

Die Familie der stiickweisen Pareto-Verteilungen ist sehr flexibel:

Proposition: Die Menge der stiickweisen Pareto-Verteilungen ist dicht im Raum der
positivwertigen Verteilungen (beziiglich der Lévy-Metrik).

Anmerkungen:
@ Man kann also jede positivwertige Verteilung beliebig genau durch eine stiickweise
Pareto-Verteilung approximieren.
o Eine sehr gute Approximation erfordert jedoch typischerweise viele Pareto-Stiicke.

@ Die stiickweise Pareto-Verteilung ist eine gute Alternative zu diskreten
Verteilungen, da sie angenehmer in der Handhabung ist.
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Stiickweise Pareto-Verteilung

R-Paket Pareto

Das R-Paket Pareto stellt Funktionen fiir die stiickweise Pareto-Verteilung zur Verfii-
gung, z.B.

Mittlere Schadenhdhe im Layer:

> t <- ¢(1000, 2000, 3000, 4000)

> alpha <- c(2, 1, 3, 20)

> PiecewisePareto_Layer_Mean (4000, 1000, t, alpha)
[1] 826.6969

Layer-Varianz:
> PiecewisePareto_Layer_Var (4000, 1000, t, alpha)
[1] 922221.2

Simulation:
> losses <- rPiecewisePareto(1000, t, alpha)
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Stiickweise Pareto-Verteilung

R-Paket Pareto

Maximum Likelihood-Schatzer fiir die Pareto-Alphas:
> PiecewisePareto_ML_Estimator_Alpha(losses, t)
[1] 2.1363325 0.9422449 3.3452221 16.8548997

Verteilungsfunktion:

> x <= 1:10 * 1000

> pPiecewisePareto(x, t, alpha)

[1]1 0.0000000 0.7500000 0.8333333 0.9296875 0.9991894 0.9999789
[7] 0.9999990 0.9999999 1.0000000 1.0000000

Dichtefunktion:

> dPiecewisePareto(x, t, alpha)

[1] 0.000000e+00 1.250000e-04 1.666667e-04 3.515625e-04 3.242592e-06
[6] 7.048328e-08 2.768239e-09 1.676381e-10 1.413089e-11 1.546188e-12
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Stiickweise Pareto-Verteilung

R-Paket Pareto

Verteilungsfunktion:

0.75-

0.50-

0.25-

0.00-
0 1000 2000 3000 4000 5000
X
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PML-Kurven

PML-Kurven

Bei Naturgefahren arbeitet man haufig mit PML-Kurven, z.B.

Wiederkehrperiode | Frequenz | Schadenhéhe
1 1.000 100

2 0.500 200

5 0.200 400

10 0.100 700

20 0.050 1000

50 0.020 1500

100 0.010 2000

Wie kann man aus einer solchen Kurve ein kollektives Modell ableiten?
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PML-Kurven

Interpolation von PML-Kurven

Wie interpoliert man am besten zwischen den gegebene Punkten?
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PML-Kurven

Interpolation von PML-Kurven

Eine Moglichkeit:

1.00
0.75
3
5 Expected loss in the layer
30.50 750 xs 250
£
0.25
0.00 ‘ ‘
o o o o o
o o o o
0 o w o
— ~— N
loss

Das ist ziemlich billig, wenn man nur wenige Punkte hat ...
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PML-Kurven

Interpolation von PML-Kurven

Alternativ konnte man folgendermaBen interpolieren:
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Das ist ziemlich teuer, wenn man nur wenige Punkte hat ...
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PML-Kurven

Interpolation von PML-Kurven

Besserer Ansatz:
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Was haben wir gemacht?
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PML-Kurven

Interpolation von PML-Kurven

Seien fi > --- > f, > 0 die xs-Frequenzen und 0 < t; < --- < t, die zugehdrigen
Schadenhdhen aus der PML-Kurve.

Firi=1,...,n—1 seien

_ log(fi+1/fi)

" log(ti/tiy1)
die Pareto-Alphas zwischen (t;, f;) und (tj11, fiy1). AuBerdem wahlen wir ein «, > 0.
Seien t := (t1,...,tp) und & := (aq,...,ap).

Dann erhalt man ein kollektives Modell E,’Yzl Xn mit der gewiinschten Eigenschaft, in-
dem man N mit E(N) = f; und X, ~ Pareto(t, &) wahlt.
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PML-Kurven

Interpolation von PML-Kurven

Bemerkung:

Mit dem gewahlten «, wird die PML-Kurve oberhalb des letzten Punktes t, extrapo-
liert. Analog kann man auch ein ag wahlen und unterhalb von t; extrapolieren. In den
extrapolierten Bereichen ist das Modell jedoch nur mit groBer Vorsicht zu verwenden!

Beispiel:

> return_period <- c(1, 2, 5, 10, 20, 50, 100)

> amount <- c(100, 200, 400, 700, 1000, 1500, 2000)
> Fit <- Fit_PML_Curve(return_period, amount)

> 1 / Excess_Frequency(Fit, amount)
[1] 1 2 5 10 20 50 100
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Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Layerunabhangige Schadenmodelle

Wir haben gesehen, dass man mit der Pareto-Verteilung ein kollektives Modell fitten
kann, dass die erwarteten Schaden von zwei Layern trifft.

Die stiickweise Pareto-Verteilung kann verwendet werden,

@ wenn man die Layererwartungswerte fiir mehr als zwei Layer reproduzieren mochten
und/oder

@ wenn man zusatzlich gegebene xs-Frequenzen in den Fit einbeziehen mochte.
Beachte: Bei Integralfranchisen ist es sehr wichtig, dass das Modell eine realistische xs-

Frequenz aufweist. Integralfranchisen werden haufig bei der Separierung von Basis- und
Cat- bzw. GroBschaden verwendet.
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Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Einfacher Fitting-Algorithmus

Wir betrachten eine Sequenz 0 < a; < -+ < a, < apr1 = +oo von Prioritaten.
Sei ¢; := aj+1 — a; und sei e; der erw. Schaden des Layers ¢; xs a;. AuBerdem sei fi die
erwartete xs-Frequenz bei a;.
Diese Daten kann man mit der stiickweisen Pareto-Verteilung leicht fitten:
@ Berechne das Pareto-Alpha a4 zwischen f; und ¢1 xs a1
Berechne die xs-Frequenz f, bei ax: £, :=(a1/ax)™ - f
Berechne das Pareto-Alpha as zwischen f; und ¢ xs ap

°
°
o Berechne die xs-Frequenz f3 bei a3: 3 :=(ax/a3)*? - fp
°
°

Verwende ein kollektives Modell >N, X, mit E(N) = f; und X, ~ Pareto(t, cx).
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Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Einfacher Fitting-Algorithmus

Einfache R-Implementierung:

simple_matching_approach <- function(a, e, f_1) {
n <- length(a)
c <- c(diff(a), Inf)
f <- numeric(n)
£[1] <- £_1
alpha <- numeric(n)
for (i in seq_along(a)) {
alphal[i] <- Pareto_Find_Alpha_btw_FQ_Layer(alil, f[i], c[i], alil, el[il)
if (i <n) {
fli+1] <- £[i] * (ali] / ali+1])~alphalil
}
}
return(list(frequency = £_1, t = a, alpha = alpha))




ASTIN-Tagung
30. April 2021

Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Einfacher Fitting-Algorithmus

Beispiel:

> a <- c(1000, 1500, 2000, 2500)

> e <- c(100, 90, 50, 40)

> f1 < 0.21

> simple_matching_approach(a, e, f_1)
$frequency

[1] 0.21

$t
[1] 1000 1500 2000 2500

$alpha
[1] 0.2270887 0.4157705 5.0346512 4.4534806
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Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Einfacher Fitting-Algorithmus

Man kann folgende Aussage zeigen:
Proposition:

Fir n < 3 ist es immer moglich eine xs-Frequenz fi > e1/c; zu finden, so dass der
einfache Fitting-Algorithmus ein kollektives Modell liefert, dessen erw. Schaden fiir den
Layer ¢; xs a; gleich e; ist (i =1,...,n).
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Einfacher Fitting-Algorithmus
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Die schlechte Nachricht: Der einfach Fitting-Algorithmus funktioniert oft nicht, wenn
wir vier oder mehr Layer haben!

Zum Beispiel kann man folgende Layer-Sequenz nicht mit diesem Ansatz fitten:

i | Haftung ¢; | Prioritadt a; | Erw. Schaden e; | Rate on Line €;/c;
1 500 1.000 100 0,20
2 500 1.500 90 0,18
3 500 2.000 50 0,10
4 500 2.500 40 0,08

Wenn man mit f; anfingt, so dass man die ersten drei Layererwartungen trifft

, SO be-

kommt man immer f, < 0,06, was kleiner als das Rate on Line des vierten Layers ist ...
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Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Einfacher Fitting-Algorithmus

Die roten Linien illustrieren die zulassigen Eintrittsfrequenzen fiir die Layer an. Die
Frequenz-Kurve muss durch die roten Linien gehen!
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Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Einfacher Fitting-Algorithmus

Mit 4 = 0,23 ist £, kleiner als das Rate on Line des zweiten Layers ...

= Wir miissen f; reduzieren!
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Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Einfacher Fitting-Algorithmus

Mit i = 0,22 fittet der Algorithm die ersten drei Layer, aber f4 ist kleiner als das Rate
on Line des vierten Layers ...
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Einfacher Fitting-Algorithmus

Weitere Reduktion von f; > 0,2 bringt nur einen kleinen Anstieg von fy.

fi =0,21:
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Einfacher Fitting-Algorithmus

Weitere Reduktion von f; > 0,2 bringt nur einen kleinen Anstieg von fy.

f]_ = 0,2052

0.3

fgequencé/

N

RN

1000

2000




DAV
ASTIN-Tagung @ DEUTSCH

30. April 2021 RRTUARVEREINIGUNG e,

Layerunabhangige Modelle fiir Sequenzen von Layern

Verbesserter Fitting-Algorithmus

Es gibt einen besseren Fitting-Algorithmus, der zwei Pareto-Stiicke pro Layer verwendet:
o Funktioniert zuverlassig fiir beliebig viele Layer
@ Man kann zusatzlich Eintrittsfrequenzen fiir die Layer vorgeben
o Verfiigbar im R-Paket Pareto

Anwendung auf unser Problem-Beispiel:
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Anwendung auf Beispiel 2

Beispiel 2 von oben (Motor-Marktquotierung):

a <- 1:15

c <- c(diff(a), Inf)

e <- c¢(0.0293, 0.0130, 0.0072, 0.0043, 0.0024, 0.0013, 0.0007, 0.0004, 0.0003,
0.0002, 0.00017, 0.00015, 0.00014, 0.00012, 0.0012)

Fit <- Fit_References(c, a, e)

vV + V Vv VvV

Probe:

> Layer_Mean(Fit, c, a)
[1] 0.02930 0.01300 0.00720 0.00430 0.00240 0.00130 0.00070 0.00040 0.00030 0.00020
[11] 0.00017 0.00015 0.00014 0.00012 0.00120
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Anwendung auf Beispiel 2
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